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Omowienie celu naukowego w.w. pracy i osiagnietych wynikow

Celem naukowym prezentowanej monografii jest przedstawienie i poréwnanie
metod zespolonej i hiperzespolonej analitycznej reprezentacji sygnatow rzeczywistych
wielowymiarowych. Zespolone i hiperzespolone sygnaly n-wymiarowe stanowig
rozszerzenie na n wymiaréw odpowiednich liczb zespolonych i hiperzespolonych.
W monografii skoncentrowatam sie na sygnatach hiperzespolonych stanowigcych
uogolnienie wybranych liczb nalezacych do algebr Cayley’a-Dicksona oraz Clifforda.
W spektrum zainteresowania znalazly sie kwaterniony, oktoniony i sedeniony, tj.
algebry Cayley’a-Dicksona rzedéw 4, 8 i 16 odpowiednio nad cialem liczb
rzeczywistych. Sposrod algebr Clifforda interesowaty mnie dwie, tj. algebra
bikwaternionéw (8. rzedu) oraz bioktonionéw (16. rzedu) stanowigce niejako
odpowiedniki kwaternionéw i oktonionéw. W pracy wykorzystano zwigzki pomiedzy
teorig n-wymiarowych sygnatéw analitycznych a systemami algebraicznymi Cayley’a-
Dicksona i Clifforda. Tematyka ta stanowila przedmiot moich badan teoretycznych
po uzyskaniu stopnia doktora nauk technicznych.

Mysla przewodnia bylo pokazanie réwnowaznosci opiséw sygnatéw
rzeczywistych n-wymiarowych w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej. Nalezy
podkresli¢, Ze tematyka niniejszej monografii jest hermetyczna i zajmuje sie nig bardzo
waskie grono naukowcow, z czym wigze sie stosunkowo mata liczba cytowan.

PodejsScie zespolone polega na zastgpieniu n-wymiarowego sygnatu rzeczywistego
sygnalem analitycznym zespolonym o widmie ograniczonym do jednego ortantu
n-wymiarowej przestrzeni czestotliwosSciowej. Drugi sposob -to podejscie hiper-
zespolone, bazujace na reprezentacji n-wymiarowego sygnatu rzeczywistego w postaci
sygnatu hiperzespolonego o widmie jednoortantowym. Wykorzystatam tutaj analityczne
sygnaty hiperzespolone Cayley’a-Dicksona i Clifforda pokazujac wzajemne relacje
miedzy podejSciem zespolonym i hiperzespolonym, tak w dziedzinie zmiennych
przestrzennych, jak i czestotliwoSciowych. Wszystkie definicje i formuty podatam dla
sygnatéw n-wymiarowych i rozpisatam szczegétowo dla przypadkéw n=1, 2 i 3 z uwagi
na potencjalne zastosowania praktyczne.

W rozdziale 1 opisatam zakres tematyczny i uktad tekstu rozprawy, sporo miejsca
poswiecajac historii rozwoju teorii sygnatow zespolonych wielowymiarowych.
Wymienitam postacie naukowcéw, ktoérzy przyczynili sie do jej rozwoju. Dziedzina ta
ciagle sie rozwija, a pojawiajace sie zastosowania wskazujg na jej duzy potencjat.

W rozdziale 2 przedstawitam i zobrazowatam pojecie ortantu dla przypadkéow n=1,
2, 3 oraz 4. Przy numeracji ortantéw wykorzystatam konwencje zaproponowang po raz
pierwszy przez S. Hahna w artykule pt. ,Multidimensional Complex Signals with Single-
Orthant Spectra” (Proceedings of the IEEE, 1992). Jest ona odmienna od konwencji
stosowanej powszechnie przez matematykow. Wedlug niej wszystkie ortanty
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potprzestrzeni f1>0 sg indeksowane kolejnymi liczbami nieparzystymi, co jest wygodne
przy definiowaniu sygnatéw n-wymiarowych rzedu mniejszego niz n (p. Rozdziat 8.4).
Warto nadmieni¢, Ze numery ortantéw zapisane w odwrdconym porzadku binarnym
okres$lajg kierunek poétosi fi i tak: symbol 0 oznacza fi>0, natomiast 1 - fi<0. Podatam
réwniez formy n-wymiarowego operatora 1(f) dla wszystkich ortantow (n=1 2, 3, 4), co
stanowito rozszerzenie w stosunku do poprzednich publikacji na ten temat. Operator
ten wykorzystatam nastepnie w definicji czestotliwo$ciowej wielowymiarowego
zespolonego i hiperzespolonego sygnatu analitycznego (p. Rozdzial 8.3 monografii).
Poniewaz n-wymiarowe widmo sygnatu rzeczywistego pomnoZzone przez operator 1(f)
jest jednoortantowe, wiec odwrotne przeksztatcenie Fouriera (zespolone lub
hiperzespolone) definiuje n-wymiarowy sygnat analityczny (zespolony lub
hiperzespolony).

Analiza wtasno$ci algebraicznych liczb hiperzespolonych Cayley’a-Dicksona
i Clifforda zostata przedstawiona kolejno w rozdziatach 3 i 4. Wykorzystatam tutaj
wiedze zaczerpnietg z literatury, ktdrag wzbogacitam o dowody wybranych witasnosci
operacji na kwaternionach, takich jak dodawanie, odwracalno$¢, sprzezenie, mnozenie
oraz wtasnosci normy. Skonstruowatam tablice mnozenia jednostek urojonych
w algebrach Cayley’a-Dicksona kwaterniondw, oktoniondw oraz sedenionéw, przy czym
korzystatam z praw dziatan, takich jak nieprzemienno$¢ mnozenia, tgczno$¢ mnozenia
w algebrze kwaterniondéw oraz alternatywno$¢ mnozenia oktoniondéw. Przebadatam
rowniez wlasciwosci mnozenia jednostek urojonych w algebrach Clifforda
bikwaternionéw i bioktonionéw i zaobserwowatam pewne reguty, ktérych dowody
zamieScitam w podrozdziale 4.2. W algebrze bioktonionéw, ktorej baze stanowi

{1,el,e2,elz,eg,e13,e23,e123,e4,e14,e24,e34,e124,e134,e234,e1234 = w}' mozna zauwazy¢ tak relacje
przemienno$ci, jak i nieprzemienno$ci mnozenia poszczegélnych jednostek urojonych.
Majac na uwadze brak przemiennosci oraz tgczno$¢ mnozenia elementow ey, ez, €3 i es,
wyprowadzitam reguty mnozenia pozostatych elementdéw bazy. Na tej podstawie
skonstruowatam tablice mnozenia jednostek urojonych w algebrach Clifforda, ktére
stosowatam w kolejnych rozdziatach pracy.

Przedstawitam roéwniez liczne zastosowania praktyczne liczb i sygnatéw
hiperzespolonych z ostatnich lat. Potwierdzito to aktualnos$¢ tematyki monografii
w konteks$cie obecnych i przyszlych aplikacji. Najwiecej zastosowan znajduja
kwaterniony, ktoére wykorzystuje sie miedzy innymi w przetwarzaniu obrazéw
kolorowych, automatyce, robotyce i nawigacji, jak rowniez fizyce matematyczne;j.
Kwaternionowe przeksztatcenie Fouriera jest waznym narzedziem wykorzystywanym
w analizie czestotliwoSciowej obrazéw, miedzy innymi w dziedzinie znakowania
wodnego oraz filtracji. Oktoniony i sedeniony sg uzywane gtéwnie w dziedzinie fizyki
matematycznej w obszarach elektromagnetyzmu, teorii grawitacji oraz fizyki
kwantowej. Rowniez i bikwaterniony znajduja w ostatnich latach liczne zastosowania
praktyczne w dziedzinie fizyki matematycznej, robotyki oraz w sieciach nauronowych.
Ich potencjal wykorzystuje sie rOwniez w przetwarzaniu obrazéw kolorowych oraz
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projektowaniu bankéw filtrow hiperzespolonych. Przeksztatcenie Clifforda-Fouriera
stanowi alternatywe dla kwaternionowego przeksztatcenia Fouriera dla sygnatow
2-wymiarowych. Z powodzeniem wykorzystywane jest réwniez w analizie
czestotliwo$ciowej sygnatéw 3-wymiarowych.

Szczegblng uwage poswiecitam normom liczb hiperzespolonych, ktére, jak
zauwazytam, tylko w algebrach Cayley’a-Dicksona s3g catkowicie zgodne z norma
euklidesowg. Ma to konsekwencje w definiowaniu energii sygnatu hiperzespolonego
Cayley’a-Dicksona jako kwadratu normy tego sygnatu (p. rozdzial 5). W pracy
zinterpretowatam modut liczby hiperzespolonej nalezacej do algebry Clifforda jako tzw.
semi-norme.

Analiza czestotliwo$ciowa sygnatéw analitycznych wielowymiarowych odbywa sie
z wykorzystaniem zespolonego lub hiperzespolonego n-wymiarowego przeksztatcenia
Fouriera. W analogii do przypadku 1-wymiarowego, sygnat analityczny
wielowymiarowy posiada widmo ograniczone do jednego ortantu n-wymiarowej
przestrzeni czestotliwoSciowej, przy czym pojecie to oznacza $cisle okreslony wycinek
tej przestrzeni. Bardzo wazZna cze$¢ monografii stanowi rozdzial 6, w ktérym
przedstawitam  definicje = n-wymiarowego zespolonego i hiperzespolonego
przeksztatcenia Fouriera. W drugim przypadku rozwazatam znane hiperzespolone
przeksztatcenie fourierowskie oparte na algebrze Clifforda (tzw. transformacja
Clifforda-Fouriera) oraz przeksztalcenie bazujgce na algebrze Cayley’a-Dicksona
(nazwane przeze mnie transformacjg Cayley’a-Dicksona-Fouriera). Przeksztatcenie
Cayley’a-Dicksona-Fouriera zostalo zdefiniowane w [Sno2009], a nastepnie
wykorzystane w [Sno2011, SnoH2011, Sno2012, Sno2013,] w analizie sygnatow
analitycznych kwaternionowych i oktonionowych. W przypadkach n=2, 3 jest ono
powigzane z zespolonym przeksztalceniem Fouriera formutami, ktérych dowody
zamie$citam w monografii. Potwierdzaja one teze pracy o rOwnowaznosci opisow
sygnalow wielowymiarowych w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej. Rozdziat
ten zawiera réwniez nowe tresci, mianowicie przedstawienie 2- i 3-wymiarowych
hiperzespolonych transformat Fouriera jako sum odpowiednio czterech i o$miu
sktadowych czestotliwo$ciowych réznigcych sie parzystoscig. Pokazatam uzyteczno$¢
takiej reprezentacji miedzy innymi w dowodzie formuly wigzacej oktonionowa
transformate Fouriera z 3-wymiarowym zespolonym widmem fourierowskim sygnatu
rzeczywistego. W osobnym podrozdziale omoéwitam znang wtasno$¢ symetrii
zespolonego i kwaternionowego przeksztatcenia Fouriera. Symetria hermitowska
2-wymiarowego zespolonego przeksztatcenia Fouriera pozwala stwierdzi¢, Zze cata
informacja o sygnale 2-wymiarowym zawarta jest w potptaszczyznie czestotliwosci
dodatnich fi>0 sktadajacej sie z dwéch kwadrantéw (o numerach 1 i 3)
i w konsekwencji taki sygnat jest reprezentowany przez dwa sygnaty zespolone
analityczne o widmach jednokwadrantowych (p. Rozdziat 8 monografii). Z kolei
symetria kwaternionowego przeksztatcenia Fouriera pozwala zdefiniowa¢ widma
w poszczegbélnych kwadrantach jako tzw. inwolucje widma ograniczonego do
kwadrantu pierwszego. W rezultacie sygnal rzeczywisty 2-wymiarowy jest
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reprezentowany w dziedzinie hiperzespolonej przez sygnal kwaternionowy o widmie
w kwadrancie 1. W przypadku sygnatu rzeczywistego 3-wymiarowego istniejg rowniez
dwie caltkowicie rownowazne reprezentacje: z uzyciem czterech sygnatow
analitycznych zespolonych o widmach w oktantach 1, 3, 5 i 7 oraz sygnatu
oktonionowego zdefiniowanego jako odwrotna oktonionowa transformata Fouriera
3-wymiarowego widma o no$niku w oktancie 1 (p. podrozdziat 8.3).

W rozdziale 7 przedstawitam teorie n-wymiarowego przeksztatcenia Hilberta.
W pierwszej KkolejnoSci przypomniatam znane wilasnoSci 1-wymiarowego
przeksztatcenia Hilberta. Nastepnie przeanalizowatam szczegétowo przypadki n= 2
oraz 3, dla ktérych wyprowadzitam postaci petnej i czagstkowych transformat Hilberta
rzedow n-1 jako sumy sktadowych o roéznej parzystosci. Teorie te zobrazowatam
przekrojami tych sktadowych dla 2-wymiarowego separowalnego sygnatu Cauchy’ego.

W rozdziale 8 rozwazatam sygnaty analityczne jako szczegdlny przypadek
wielowymiarowych sygnatéw zespolonych i hiperzespolonych zdefiniowanych
w rozdziale 5. Przedstawitam ich definicje w dziedzinie n-wymiarowej zmiennej
przestrzennej x (p. podrozdziat 8.2). Sygnaly analityczne majg postaé
n-krotnego splotu sygnatu rzeczywistego u(x) z n-wymiarowg zespolong Ilub
hiperzespolong dystrybucja delta. Pojecie n-wymiarowej hiperzespolonej dystrybucji
delta zostato zdefiniowane juz wczes$niej w [Sno2009], a tutaj przedstawitam wszystkie
postacie tej dystrybucji dla poszczeg6lnych ortantéw przestrzeni 2-, 3- i 4-wymiarowe;.
W tym celu wykorzystatam skonstruowane wcze$niej tablice mnozenia jednostek
urojonych w algebrach Cayley’a-Dicksona oraz Clifforda. W analogiczny sposéb
wyprowadzitam odpowiednie postacie n-wymiarowej zespolonej dystrybucji delta.
Pozwolito mi to zdefiniowa¢ wszystkie mozliwe sygnaty analityczne zespolone
i hiperzespolone dla przypadkéw n=1, 2, 3. Interesowaty mnie sygnaty hiperzespolone
bazujgce na algebrach Cayley’a-Dicksona kwaternionéw i oktonionéw oraz algebrach
Clifforda bikwaternion6w i bioktonionéw. Pokazatam, ze w obu podejsciach
w definicjach sygnalow analitycznych wystepuja te same funkcje jako sktadowe
urojone. S3 to mianowicie n-wymiarowe transformaty Hilberta réznigce sie rzedem,
ktérych teorie przedstawia rozdziat 7. I tak, w definicji 2-wymiarowego sygnatu
analitycznego wystepuja pelna v(xi;, x2) i dwie czastkowe vi(x1, x2) i v2(x1, X2)
transformaty Hilberta. Z kolei, sygnat analityczny 3-wymiarowy ma sktadowe: v(x1, xz,
x3) - pelng transformate Hilberta, vi(x1, x2, x3), v2(X1, X2, X3), v3(X1, X2, X3) - trzy czastkowe
transformaty Hilberta 1. rzedu oraz viz(x1, X2, X3), vi3(X1, X2, x3), v23(X1, X2, x3) - trzy
czastkowe transformaty Hilberta 2. rzedu. Teorie te zilustrowatam w pracy wykresami
poszczegdlnych skladowych dla 2-wymiarowego separowalnego i nieseparowalnego
sygnatu Cauchy’ego uzyskanymi z wykorzystaniem samodzielnie opracowanych
programdéw w Srodowisku Matlab. Zaprezentowane w postaci rzutdw na ptaszczyzne
(x1, x2) wykresy pozwolity uchwyci¢ pewne charakterystyczne cechy sygnatu.
Zaobserwowatam ,skrecenie” sktadowych sygnatu zwigzane z jego nieseparowalnoscia.
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Podrozdzial 8.4 zostal posSwiecony sygnatom analitycznym wielowymiarowym
nizszego rzedu (ang. rank). Sygnaty takie definiuje sie jako Srednig arytmetyczng dwéch
sygnatéw o widmach w ortantach majacych wsp6lng ptaszczyzne czy hiperptaszczyzne.
[ tak, w przestrzeni 2-wymiarowej sygnat analityczny nizszego rzedu réwnego 1
powstaje jako Srednia arytmetyczna dwoch sygnatéw o widmach jednokwadrantowych,
na przyktad sygnatéw o widmach w ¢wiartkach 1 i 3. Pokazatam, ze w wyniku takiego
usrednienia powstaje sygnat o no$niku widmowym w poétplaszczyznie fi>0 majacy
identyczna posta¢ niezaleznie od tego, czy bazujemy na sygnatach zespolonych czy
kwaternionowych. W  przestrzeni 3-wymiarowej takie uSrednienie mozna
przeprowadza¢ w dwoch etapach, rozszerzajac nos$nik czestotliwos$ciowy sygnatu
najpierw do kwadrantu przestrzennego, a nastepnie do péiprzestrzeni fi>0.
W rozprawie wyprowadzitam wszystkie formy 2-, 3- i 4-wymiarowych sygnatow
analitycznych zespolonych i hiperzespolonych nizszego rzedu i pokazatam, ze
w kazdym przypadku sygnat o rzedzie réwnym 1 ma identyczng postacd. Jest to sygnat
postaci u+vie1, gdzie u jest sygnalem rzeczywistym (odpowiednio 2-, 3- i 4-
wymiarowym), a v1 jego transformatg Hilberta rzedu 1.

W kolejnym rozdziale 9 rozwazatam problem reprezentacji polarnej 2- i 3-
wymiarowych sygnatéw analitycznych w postaci sktadowych amplitudowo-fazowych.
Jak wspomniano wczes$niej, sygnat rzeczywisty 2-wymiarowy jest reprezentowany
przez dwa sygnaty analityczne o widmach w kwadrantach 1 i 3 lub, rownowaznie, przez
sygnal kwaternionowy o widmie w kwadrancie 1. W konsekwencji ma on zawsze cztery
sktadowe polarne: 2 amplitudy lokalne i 2 fazy lokalne w przypadku zespolonym oraz
1 amplitude i 3 katy fazowe w przypadku hiperzespolonym. Podatam formuty
umozliwiajgce rekonstrukcje sygnatu rzeczywistego oraz jego transformat Hilberta ze
sktadowych polarnych zespolonych sygnatéw analitycznych. Prawdziwos$¢ wzoréw
teoretycznych zweryfikowatam eksperymentalnie w drodze symulacji komputerowych
w $rodowisku Matlab dla 2-wymiarowego separowalnego i nieseparowalnego sygnatu
gaussowskiego. Przeanalizowatam rowniez posta¢ polarng sygnatu kwaternionowego
stanowigcego alternatywng i rownowazng reprezentacje sygnalu rzeczywistego
2-wymiarowego oraz przytoczytam wzory wigzace obie reprezentacje, ktore zostaty
wyprowadzone wcze$niej w [HahS2004]. Tak, jak w przypadku zespolonym,
zamie$citam formuty rekonstrukcyjne sygnatu rzeczywistego oraz jego transformat
Hilberta. Tak w przypadku zespolonym, jak i hiperzespolonym, sygnat rzeczywisty
2-wymiarowy zostat odtworzony idealnie z dokladnos$cia do btedéw reprezentacji
zmiennoprzecinkowej.

W tym samym rozdziale przedstawitam réwniez stan wiedzy na temat reprezentacji
polarnej sygnatéw rzeczywistych 3-wymiarowych, przy czym opartam sie tutaj o teorie
3-wymiarowych analitycznych sygnatéw zespolonych o widmie jednooktantowym
opisang miedzy innymi w monografii S. Hahna ,Hilbert Transforms In Signal Processing”
oraz podejscie hiperzespolone zaprezentowane w [SnoH2011]. Teorie sygnatéw
analitycznych zespolonych uzupetitam o postaci sktadowych amplitudowo-fazowych
dla sygnatéw analitycznych o widmach w pozostatych oktantach. Wyprowadzitam
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wzory rekonstrukcyjne dla sygnatu rzeczywistego 3-wymiarowego i jego transformat
Hilberta 1. oraz 2. rzedu, przy czym interesowat mnie réwniez przypadek sygnatow
separowalnych, dla ktérych wzory te znacznie sie upraszczajg. Przedstawitam takze
hipoteze dotyczaca reprezentacji polarnej sygnalu oktonionowego postawiong
w [SnoH2011]. Zaktada ona przedstawienie sygnatu oktonionowego obejmujace jedng
amplitude lokalng (przestrzenng) oraz 7 katow fazowych. W tym przypadku mozliwa
jest rekonstrukcja sygnatu rzeczywistego 3-wymiarowego. Prawdziwo$¢ postawionej
hipotezy byla weryfikowana dla 3-wymiarowego sygnatu gaussowskiego w drodze
symulacji komputerowych. Otrzymane wyniki pozwalajg stwierdzi¢, ze formuta ta jest
poprawna, jednakze jeszcze nie udowodniono jej na drodze analitycznej. W tym
obszarze wyniki nalezy traktowac jako punkt wyjscia do dalszych analiz teoretycznych.

Ostatni rozdziat 10 poswiecony zostat rozktadowi Wignera i funkcji
nieoznaczono$ci Woodwarda 2-wymiarowych sygnatéw analitycznych zespolonych
i kwaternionowych, ktéra to tematyka zostata zapoczatkowana w [Sno2001,
HahS2002a,b] i kontynuowana w [HahS2005, Sno2005]. Wymienione rozktady
przestrzenno-czestoliwosciowe stanowig 4-wymiarowe reprezentacje 2-wymiarowych
sygnatéw analitycznych, ktérych zobrazowanie polega na obserwacji 2-wymiarowych
przekrojéow przy ustalonych zmiennych przestrzennych, czestotliwo$ciowych badz
mieszanych. Przedstawitam najwazniejsze wyniki teoretyczne wymienionych powyzej
prac i zobrazowatam je wybranymi przekrojami rozkladu Wignera i funkcji
nieoznaczono$ci Woodwarda 2-wymiarowego sygnatu separowalnego Cauchy’ego oraz
2-wymiarowego zmodulowanego sygnatu pasmowego o obwiedni gaussowskiej.
W podrozdziale 10.3 krotko opisatam idee rozktadéw podwojnie wymiarowych
zdefiniowanych w [HahS2005]. W kolejnych publikacjach na ten temat tematyka ta byta
rozwijana [Sno2005] i poszukiwano tez zastosowan praktycznych w znakowaniu
wodnym sygnatow dzwiekowych [Sno2008].

Najwazniejsze wyniki niniejszej monografii to:

a) powigzanie teorii wielowymiarowych analitycznych sygnatow zespolonych
i hiperzespolonych z teorig algebr Cayley’a-Dicksona i Clifforda wyzszych rzedow,
w szczegoOlno$ci ujednolicenie notacji w rozwazanych algebrach i uogdlnienie
problemu na n wymiaréw; w tym sensie praca ta moze stuzy¢ jako kompendium
aktualnej wiedzy;

b) uporzadkowanie teorii wybranych systeméw algebraicznych w konteksScie teorii
zespolonych i hiperzespolonych sygnatéw wielowymiarowych, w szczegdlnos$ci
skonstruowanie tablic mnozenia w tych algebrach;

c) uwypuklenie podobiefnstw i réznic miedzy algebrami Cayley’a-Dicksona oraz
algebrami Clifforda bikwaternion6w i bioktonionow;

d) wskazanie obszaré6w najnowszych zastosowan praktycznych systemdéw
algebraicznych Cayley’a-Dicksona i Clifforda oraz analitycznych sygnatéw
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g)

wielowymiarowych, co stanowi¢ moze dowdéd na aktualno$¢ poruszanej
tematyki;

podsumowanie i rozwiniecie wiedzy na temat zespolonych i hiperzespolonych

sygnatow  wielowymiarowych ze szczegélnym uwypukleniem sygnalow

analitycznych, w tym:

e podanie definicji przestrzennych sygnatéw analitycznych jako splotu
z wielowymiarowa zespolong i hiperzespolong dystrybucjg delta (w rozprawie
wyprowadzono definicje dla wszystkich ortantow przestrzeni 2-, 3- i 4-
wymiarowej, co stanowi rozwiniecie w stosunku do wcze$niejszych prac),

e podanie definicji czestotliwo$ciowych sygnatéw analitycznych w dziedzinie
zespolonej i hiperzespolonej, ktéra bazuje na pojeciu jednoortantowosci widma,

e podanie definicji rozktadéw przestrzenno-czestotliwosciowych (rozktad
Wignera, funkcja niejednoznaczno$ci Woodwarda) sygnatéw analitycznych
w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej (w rozprawie przytoczono wyniki
opublikowane wczesniej w pracy doktorskiej i w publikacjach po doktoracie),

e przedstawienie postaci polarnych sygnatéw analitycznych wielowymiarowych
w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej,

e podanie definicji sygnatu analitycznego nizszego rzedu jako Sredniej
arytmetycznej dwoch sygnatéw o widmach w sasiednich ortantach o wspoélnej
hiperptaszczyznie;

pokazanie rownowaznosci opisow sygnatéw analitycznych wielowymiarowych

w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej, w szczegdlnoSci:

e wyprowadzenie postaci sygnatéw analitycznych w dziedzinie zespolone;j
i hiperzespolonej i pokazanie, Ze w obu definicjach wystepuja sktadowe w formie
petnej i czastkowych transformat Hilberta nizszych rzedow,

e wyprowadzenie i udowodnienie formuty wigzacej Oktonionowg Transformate
Fouriera sygnatu 3-wymiarowego z jego widmem zespolonym,

e pokazanie, ze posta¢ polarna sygnatéw analitycznych wielowymiarowych,
zarbwno w dziedzinie zespolonej jak i hiperzespolonej, obejmuje identyczng
liczbe sktadowych amplitudowo-fazowych,

e wyprowadzenie wzorow wigzacych skladowe amplitudowo-fazowe sygnatu
2-wymiarowego w dziedzinie zespolonej z ich odpowiednikami w dziedzinie
kwaternionowej,

e przedstawienie hipotezy o postaci polarnej sygnatu oktonionowego i jej
weryfikacja eksperymentalna,

e wyprowadzenie wzoréw pozwalajacych na rekonstrukcje sygnatu rzeczywistego
2- i 3-wymiarowego z postaci polarnej w dziedzinie zespolonej i hiperzespolonej
i ich weryfikacja eksperymentalna dla wybranych sygnatéow testowych,

wytyczenie obszaréw potencjalnych zastosowan praktycznych przedstawionej
teorii oraz okresSlenie dziedzin, w ktorych analizy teoretyczne moga by¢
kontynuowane.
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5. Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo-badawczych

Zakres moich badan teoretycznych obejmuje cztery gtdwne obszary:

a) teoria i zastosowania wielowymiarowych zespolonych i hiperzespolonych
sygnalow analitycznych (szczegbétowo przedstawione w pkt. 4)

b) teoria i zastosowania wielowymiarowych rozkladéw przestrzenno-
czestotliwo$ciowych klasy Cohena

Tematyka zostala zapoczatkowana w trakcie studiéow doktoranckich
i kontynuowana po uzyskaniu tytutu doktora nauk technicznych. Lata 1997-2002 to
okres studiéw doktoranckich i badan teoretycznych nad rozktadami czas-czestotliwos¢
i ich rozwinieciem dla sygnatéw n-wymiarowych, czyli 2n-wymiarowymi rozktadami
przestrzenno-czestotliwoSciowymi. = Najwazniejsze  uzyskane  wyniki  zostaly
przedstawione w rozprawie doktorskiej [Sno2001a]. Waznym osiggnieciem tej pracy
byto zdefiniowanie wielowymiarowej funkcji niejednoznaczno$ci oraz zbadanie jej
niektorych wtasnos$ci, rowniez w powigzaniu z wielowymiarowym rozktadem Wignera
oraz zdefiniowanie wielowymiarowej klasy Cohena w postaci catki 3n-krotnej. Z postaci
tej zostaly wyprowadzone cztery réwnowazne formy wielowymiarowej klasy Cohena
nazwane czestotliwosciowo-przestrzenng, przestrzenno-przestrzennq, przestrzenno-
czestotliwosciowq oraz czestotliwosciowo-czestotliwosciowq. Na ten okres przypadaja
badania dotyczace zastosowania opracowanej teorii w analizie obrazéw
monochromatycznych wykorzystujace metode animacji komputerowej w zastosowaniu
do obserwacji kolejnych przekrojéw funkcji czterowymiarowych.

c) teoriaizastosowania rozkladéw podwdéjnie wymiarowych

W rozprawie doktorskiej przedstawitam idee tych rozktadow, a badania w tym
zakresie byty kontynuowane w ramach zespotowego projektu naukowo-badawczego
finansowanego przez Komitet Badan Naukowych (p. Zatacznik 4, pkt. IB), co
zaowocowato wspotautorska publikacja w IEEE Transactions on Signal Processing
[HahS2002a]. W latach 2002-2008 kontynuowatam badania teoretyczne w tej
dziedzinie [Sno2005a] i badatam mozliwo$ci wykorzystania rozkladéw podwoéjnie
wymiarowych w znakowaniu wodnym sygnatéw dZwiekowych [Sno2008].

d) teoria wielowymiarowych sygnaléw quasi-analitycznych

Aktualnie prowadze badania teoretyczne w dziedzinie wielowymiarowych
sygnalow quasi-analitycznych o widmie ograniczonym do jednego ortantu
przestrzennego z niewielkim przeciekiem do sasiednich ortantéw. Najnowsze wyniki
tych prac zostaty zawarte we wspdétautorskiej publikacji w Biuletynie Polskiej Akademii
Nauk [HahS2013a].
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